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D Inicial
M Inicial
A Inicial
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Ecuaciones con variables separables. ecuaciones en diferenciales totales. Teorema
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de una solucion conocida para hallar otra. Ecuacion homogénea con coeficientes
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UNIDAD DE COMPETENCIA I

ELEMENTOS DE COMPETENCIA

Conocimientos Habilidades Actitudes Valores
Introduccién Generalidades sobre las Capacidad de Disciplina en el ser critico
ecuaciones diferenciales. | analisis, deduccién | trabajo y orden. y analitico.
Aspectos generales sobre | y sintesis

las soluciones. Familias
de curvas. Trayectorias
ortogonales. Las
ecuaciones diferenciales
(ED) como modelos
matematicos de procesos
naturales.

Estrategias Didicticas: Exposicion y discusion por parte del profesor.
Aprendizaje individual y en grupo.
Soluciéon de problemas.

RECURSOS REQUERIDOS:

Libros[2,3,4,5,10,11].
Pizarrén.

TIEMPO DESTINADO:

Exposiciones orales y trabajos individuales y en equipo. Proyector de acetatos. 12horas
CRITERIOS DE DESEMPENO 1 . - E\ IDE\_('IAS_ -
DESEMPENO PRODUCTOS CONOCIMIENTOS

El estudiante realizara una tarea escrita para
reforzar los conocimientos adquiridos.

La ejecucion de eficiencia: el alnimno maneje
el concepto y clasificacion de ecuaciones
diferenciales antes de proceder aresolverlas.

Tarea escrita

Definicion y clasificacion de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

El estudiante realizara una discusion en donde
desarrollara el aprendizaje individual y
colaborativo

La ejecucion de eficiencia: serefiere a que el
esfudiante realizara una exposicion individual
0 en equipo ante el grupo de algin modelo de
la naturaleza para saber cual es la ecuacion
diferencial que lo modela.

Exposicion oral

Modelacion de la naturaleza a través de las
ecuaciones diferenciales..




1. INTRODUCCION A LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES




Ecuacion Diferencial (ED): Es una

ecuacion gue contiene las derivadas de
una o mas variables dependientes, con
respecto a una o0 mas Vvariables
Independientes.

variable dependiente

d><3xy/ @)
X\

Las EDs se clasifican por tipo, orden y
linealidad.



Clasificacion por tipo:

Ecuacion diferencial ordinaria (EDO):
Una ecuacion que contiene solo derivadas
ordinarias de una 0 mas Vvariables
dependientes de una sola variable
Independiente.

Ejemplo de EDO: gy +y = 4e* (2)
X

Una EDO puede contener mas de una variable dependiente:

dx dy
4—+ "= (X + 3
it ot x+y) Q)

9



Ecuacion diferencial parcial (EDP):. Una
ecuacion que contiene derivadas parciales de

una o mas variables dependientes de dos o
mas variables independientes.

Ejemplos:

6°u N 6°u 3
x2 oy B
o°u B o°u _au
o

0 (4)

()



Clasificacion segun el orden:

El orden de una ecuacion diferencial (ya
sea EDO o EDP) es el orden mayor de la
derivadas involucradas en la ecuacion.

Ejemplo:

Segundo orden
Primer orden
\ \

9
d%y (d
X

EDO de segundo orden.



En forma diferencial las EDO se describen
como:

M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0 (7)

Ejemplo, supongamos que y es la variable
dependiente y x la independiente en la
EDO en forma diferencial:

(y+4x)dx +4xdy =0

_ dy
y_dx

(y+4x)+4xy'=0 (8)




Grado de una ED

El grado de una ecuacion diferencial es el
grado algebraico de su derivada de mayor
orden. Es decir, el grado de una ecuacion
diferencial es la potencia a la que esta
elevada la derivada gque nos da el orden de la
ecuacion diferencial.

. . 3

Ejemplo: La siguiente dzy dy X

ecuacién diferencial: 5 T| | T y=4e 9)
dx dx

Es de segundo orden y de tercer
grado, dado que la segunda derivada,
gue nos da el grado de la EDO, esta
elevada a tres.



Ejercicio 1. Determinar el grado de las
siguientes ecuaciones:

2 6 2 3
@ 9 [dv]




Ejercicio 2: Determinar el orden y grado de
las siguientes ecuaciones diferenciales:

d3y dy
a) 490 |4
(@) [dx3] (dxj”
3
3 3
(b) 4(‘“’j+ V) —exe| O
5 dx dx dx

3
©) 7Y x| W
dx3 dx




Clasificacion segun la
linealidad:

Se dice que una EDO de orden n es lineal si F
(en la forma general) es lineal en y, y’, y’, ...,

y(n)_

d ny d n—ly dy
ap (X) i +an_1(X) -1 et al(x)dx +ag(X)y—-9g(x)=0 (10)

O bhien:

q ny n—ly dy
() g tan-a() o era) o ra)y =909 (1




Los casos mas importantes son las
EDOs lineales de primer y segundo
orden.

200 +a0(¥)y = 9() 12)

2
a2<x>jxg ray00 Y +a000y =900 (@13




CASOS PARTICULARES SEGUN
LA LINEALIDAD

dn 1y
dx"”

a(x

n1(><) T+ +ai(><)—+a (X)y =9g(X

Lineal homogénea: El término independiente
g(x) es nulo.

Lineal con coeficientes constantes: Los
coeficientes ay(X),...,a,(X) son constantes.

Lineal con coeficientes variables: Enfatiza el
hecho de que al menos uno de los coeficientes
ay(X),...,a,(X) NO es constante.




CARACTERISTICAS GENERALES
DE UNA ED LINEAL

d n—1y
dx"”

Lt

+...+al(x)%+ao(X)y= g(x)

En una EDO lineal de orden n:
1) v,y,V’, ..., Y™ son de primer grado.

2) Los coeficientes a,, a4, ..., dependen solo de
la variable independiente x.

Sino es lineal, es no lineal.




Ejemplo de EDOs no lineales:

El coeficiente depende dey.

(a) yy'+y=6e”

* Funcion no lineal dey.

2

(b) d;’ 1 4sen(y) =0
dx

(€ ~ 3+y’=8




Ejemplo 1: De las siguientes EDs Encuentre
cuales son lineales y cuales son No Lineales

d
@ S =KT~T)

(b) mlo + klo + 1;lg sind = 0

—x++/x2+y?
y

ay _
€) ===
(d) y + x3y +sin(x)y? =x3+ 3

(e) y+uB—-y3)y +y=0




Solucion de una EDO

Cualquier funcion ¢, definida en un intervalo |
y con al menos n derivadas continuas en |,
gue al sustituirse en una ecuacion diferencial
ordinaria de n-esimo orden reduce la ecuacion
a una identidad, se considera solucion de la
ecuacion en el intervalo.

En otras palabras, ¢ posee al menos n
derivadas y cumple:

F(x, #(x), ' (X),..., 6" (x)) =0  Vvxel

Al proceso de obtencion de las soluciones de una EDO
se le denomina integracion de la ecuacion.



Ejemplo 2: Comprobar que la funcion indicada es la
solucion de la EDO dada en el intervalo (-0, o).

dy ) x*

3
Solucién: Existe la derivada & = £ para
dx 4
todo x de (-0, ).

3 .3
Lado izquierdo dy _, X" _X
X 16 4
1/2
TN E o R S
Lado derecho: Xy= =X 16 =X = n

La igualdad se cumple para todo x de (-o, «).
23




(b) y'-2y'+y=0; y=xe"

Derivando la solucidn dos veces:
y =xe* +e*

y» = xe* + 2e”*

y' =2y +y=(xe*+2e*)-2(xe* +e*)+ xe* =0

Notese que y(x) = 0 también es solucion
tanto de este ejemplo como del anterior en
el intervalo (-« , «). Se conoce como
solucion trivial.




Ejemplo 3: Comprobar que y = x% + C no es
solucion de la ecuacion diferencial:

d
dy _
dx
Solucion: Derivando y = x?+ C tenemos:
dy = 2X
dx

Sustituyendo el valor de la derivada encontrada en
la ecuacion diferencial tenemos:

2X =X
2#1

Por lo tanto y = x2+ C no es solucién dy — X
de la ecuacion diferencial dx

25




Ejercicio 3: Determine si cada ecuacion es
solucion o no de la ecuacion diferencial dada:

1 y:x2+Cx; x(dyj:x2+y
dx

2
2. y=Asen(5x) + B cos(5x); d;’ +25y=0
dx

2 ay \® dy 2
3. y:C(x—C); (dxj —4xy(dxj+8y =0

4. y= c?+cxt y+Xy'= x4(y')2
d?y

5. y=8x>+3x%+C; 2—6=160x3
dx




Ejemplo 4: Encuentre la ED cuya solucion
general es y = Cx*“.

Solucion: Observemos que soélo aparece una
constante de integracion, de manera que
derivamos una sola vez la solucion general y

= C x°. Asi
Despejamos C de la solucién general y se
d sustituye el valor encontrado en la ED.
d—y — 2Cx Y
X C = Y ﬂ =2 A X
X dx X°
Por lo tanto:

Es la ED de la solucion

dy 2y general, puesto que ya no

— aparecen  constantes de
dx X integracion.

27




Ejercicio 4: Encuentra la ED de cada una
de las siguientes soluciones generales:

(a) y= k]_ex + kze_x

(b) y=3tan(x+C)

(©) (x—kf +y*=kj




Solucién explicita de una EDO:

La variable dependiente esta expresada
solamente en  términos de variables
Independientes y constantes.

Por ejemplo, la solucion de xy’ + y = 0 en (0, «)
esy =0(x) =1/x.

Solucion implicita de una EDO
Una relacion G(x,y) =0 es una solucion
implicita de una EDO en un intervalo |, siempre

que exista al menos una funcidn y = @(x) que
satisface tanto la relacion como la ED en |.




PROBLEMAS DE VALORES INICIALES
(PVI)

Encontrar la solucion y(x) de una ED que ademas
satisfaga condiciones adicionales en y(x) y en sus
derivadas.

Ejemplo: en un intervalo | que contiene a x,

d n
Resolver r Y _ f(x,yY,..., y(”'l))

o =

con condiciones  Y(Xg) = Yo, Y' (%) = V1 - - -, y(n_l)(xo) = Yna

A esto se le llama problema de valor
inicial. Y a las condiciones se las llama:
condiciones iniciales.



PVIs de primer y segundo orden:

solutions of the DE

Resolver: ﬂ = f(X,y) y
dx

sujetaa:  Y(X5) = Yo

2
Resolver: d y

g =y y) T

sujeta a: X.) = "(X.) =V,
J y( O) y01 y ( 0) y solutions of the DE
y ,\L/
son problemas de valor inicial de %
m

primer y segundo orden,

respectivamente. Facilmente

interpretables de manera geométrica, U »Ml
= X

como vemos en las figuras.




Ejemplo 5: y = Ce* es una familia
uniparameétrica de soluciones de la
EDO:

y’ =y en (-oo, o).

Si y(0) = 3, entonces

3=Ce’®=C. Asi y=3e* es una
solucion de este problema de valor
Inicial.

Si queremos una solucion que pase
por (1, -2), entonces la condicion es:
y(1) = —2. De modo que .2 = Ce,

C=-2e l. Ytenemosy = —(2/e)e ™




Ejemplo 6: Sabiendo que x = c,cos(4t) +
c,sen(4t) es una solucion de x» + 16x = 0.
Hallar una solucion del siguiente PVI:

x»+16x =0; x(n/2) = -2; x’ (g) =1

Solucion: Sustituimos: x(z/2) =- 2 en
X = C,C0S(4t) + c,sen(4t),
y obtenemos c, = -2.

De la misma manera, a partir de xX'(z/2) =1
obtenemos ¢, = %. La solucion pedida es:

X = =2 coS 4t + Y4 sen 4t




Trayectorias Ortogonales

» Las trayectorias ortogonales son las
curvas gue se intersectan formando un
angulo recto.

Para obtener las trayectorias ortogonales de una

., . . a
ecuacion diferencial, se toma: m; = d—z = f(x,y), como
1

m, = ——,
2 my

Entonce
S
dy 1
m-o = — =
2 dax fey)
la primera ecuacion.

de la trayectoria ortogonal a




Existencia e unicidad

Al resolver un problema de valor inicial surgen dos asuntos
fundamentales:

¢ Existe una solucion al problema ?, si la hay ¢es unica?

Para un problema de valor inicial , en una ecuacion, se
pregunta lo siguiente:

Existencia:
¢LaED % = f(x,y) tiene soluciones?
¢Alguna curvas solucion pasa por el punto (Xg Yg)?

Unicidad:
¢ Cuando podemos estar seguros que hay precisamente
una curva solucion que pasa por el punto (Xo Yg)?.




Ejemplo: Problema de valor
inicial con varias soluciones

Ambas funciones y = 0 y y = x%16 satisfacen la ecuacion
diferencial dx/dy = xy¥2 y la condicién inicial y = 0, de modo
gue el problema del valor inicial

dx/dy =xy¥2 - y(0)=0

tiene dos soluciones cuando menos. Como vemos en la
figura, la graficas ambas funciones pasan por el mismo punto,
(0, 0).

Yt y=x%16

(0,0) *

Dos soluciones del mismo problema de walor inicial
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